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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ «полиномиальных» проекционных методов, а обобщенные сплайн-методы - сре-
ди  всех прямых  проекционных методов решения УТР. Приведем один из уста-
новленных результатов. 
 
Диссертационная работа посвящена методам решения линейных интеграль-
ных уравнений  Фредгольма третьего рода (УТР) в классе обобщенных функций. Следуя Б.Г.Габдулхаеву, через   обозначим оптимальную оценку  
погрешности всевозможных проекционных  методов  решения данного опера-
торного уравнения на классе
)(ΦNV
 .Φ  Рассмотрим оптимизацию на классе однознач-
но разрешимых в  X  уравнений вида (1) в случае, когда исходные данные при-
надлежат семейству  Пусть  - 
совокупность всех «полиномиальных» операторов , удовлетворяю-
щих условию 
).1(}|{ NrHTgYgYH rr ∈+∈∈≡ ωω }{)2( nn Γ=ℑ
nn YY →Γ :
)()1()( 1 ∞→=Γ −− nonn rn ω
nY mn
, отображающих Y  на подпро-
странство  размерности + . 
Т е о р е м а  3.3.1.  Пусть . Тогда  .rYHω=Φ
)(ln)()( 1 mnNNNNV rN +=Φ −− ωφπ
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Актуальность темы. Теория интегральных уравнений была и остается од-
ной из центральных областей математики и ее приложений. К настоящему вре-
мени наиболее полные результаты получены по решению регулярных инте-
гральных уравнений Фредгольма и Вольтерра 1-го и 2-го родов, сингулярных 
интегральных уравнений. Определенные итоги установленных результатов и 
обширную библиографию можно найти в справочных пособиях А.Ф.Верланя и 
В.С.Сизикова, В.В.Иванова, в специальных обзорных работах Б.Г.Габдулхаева, 
З.Пресдорфа, И.К.Лифанова и Е.Е.Тыртышникова, а также в монографиях 
С.М.Белоцерковского и И.К.Лифанова, Г.М.Вайникко, В.Вольтерра, Б.Г.Габдул-
хаева, Ф.Д.Гахова, В.В.Иванова, Л.В.Канторовича и Г.П.Акилова, 
Л.В.Канторовича и В.И.Крылова, М.Л.Краснова, И.К.Лифанова, А.Ю.Лучки и 
Т.Ф.Лучка, С.Г.Михлина и Х.Л.Смолицкого, Н.И.Мусхелишвили, З.Пресдорфа, 
И.И.Привалова, Ф.Дж.Трикоми и др. В то же время ряд задач теорий упругости, 
переноса нейтронов, рассеяния частиц, а также теорий уравнений смешанного 
типа и сингулярных интегральных уравнений с вырождающимся символом при-
водят к УТР. Обнаружилось, что часто естественными классами решений ряда 
прикладных задач, приводящихся к УТР, являются специальные пространства 




и  этот оптимальный порядок реализует предложенный выше ОМП. 
Заключение. В работе получены следующие основные результаты: 
1. Установлены фредгольмовость и достаточные условия непрерывной об-
ратимости оператора уравнения третьего рода с коэффициентом, имеющим на 
отрезке интегрирования конечное множество нулей любого степенного порядка. 
2. Предложены и обоснованы вычислительные алгоритмы на основе класси-
ческих прямых методов решения исследуемых уравнений в пространстве обоб-
щенных функций. 
3. Построены и обоснованы специальные «полиномиальные» и «сплайно-
вые» методы решения изучаемых  уравнений, имеющие преимущество перед 
D  или типа . Под V D  (соответственно ) пони-
мается класс обобщенных функций, построенных при помощи функционала 
«дельта-функция Дирака» (соответственно «конечная часть интеграла по Адама-
ру»). Впервые в пространстве обобщенных функций УТР исследовалось 
Г.Р.Бартом и Р.Л.Варноком. Их исследования были продолжены и развиты в 
работах В.С.Рогожина и С.Н.Расламбекова, Г.Р.Барта, Н.Сукаванама, 
К.Б.Бараталиева, С.Н.Расламбекова. Все эти работы посвящены теории Нетера 
V
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для соответствующих УТР в классах непрерывных, интегрируемых и обобщен-
ных функций. Подробный обзор имеющихся результатов и библиографию мож-
но найти в монографии Н.С.Габбасова (2006 г.). Исследуемые уравнения точно 
решаются лишь в очень редких частных случаях, поэтому разработка теоретиче-
ски обоснованных эффективных методов их приближенного решения в про-
странствах обобщенных функций является актуальной задачей. Первые резуль-
таты в этом направлении получены в работах Н.С.Габбасова, который исследо-
вал УТР с коэффициентом, имеющим на отрезке интегрирования конечное мно-
жество нулей любого степенного порядка. Им были предложены и обоснованы 
как классические, так и специальные прямые методы решения этих уравнений. 
При этом по решению УТР в пространстве типа 
Для вычислительной схемы (1), (3), (5) верна следующая  
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. Тогда при  при-
ближенные решения , определяемые из (3), (5), существуют, единственны 
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Следствие. Если  то в 
условиях теоремы 3.1.3 справедлива оценка  D  получены в определенном 
смысле окончательные результаты, а в классе типа  подробные исследования 
проведены в частных случаях в зависимости от характера нулей коэффициента 
уравнения. В статье В.А.Золотаревского (2003г.) некоторые результаты 
Н.С.Габбасова (1990г.) в частном случае пространства типа 
V
D  перенесены на 
УТР в комплексной плоскости. 
Таким образом, в обсуждаемой области все еще остается много нерешенных 
задач. В частности, вопрос о построении и обосновании методов приближенного 
решения общих УТР в пространстве типа , по существу, до сих пор оставался 
открытым. Данная диссертационная работа в определенной степени восполняет 
этот пробел. 
V
Цель работы - построение теории разрешимости УТР с коэффициентом, 
имеющим на отрезке интегрирования конечное множество нулей любого сте-
пенного порядка, в пространстве типа V и теоретическое обоснование методов 
их приближенного решения в данном пространстве.  
В диссертации под теоретическим обоснованием понимается, следуя 
Л.В.Канторовичу, следующий круг задач: а) доказательство существования и 






При 021 === jmpp  рассматриваемое УТР превращается в  урав-
нение  второго рода в C, а прямой проекционный метод (3), (5) - в известный 
метод моментов, причем Kh≡ , ≡ . Следовательно, теорема 3.1.3 содер-
жит в себе известные результаты по обоснованию метода моментов для уравне-
ния второго рода. 
Аналогичные результаты получены для обобщенных методов коллокации и 
подобластей. Основные результаты сформулированы в теоремах 3.1.1 и 3.1.5. 
В §2 предлагаются и обосновываются специальные «сплайновые» методы 
решения УТР в пространстве X, являющиеся в некотором смысле обобщением 
известных методов сплайн-коллокации, сплайн-подобластей и метода подобла-
стей на базе параболических сплайнов и обладающие существенным преиму-
ществом перед ними в смысле улучшения скорости сходимости приближенных 
решений УТР (1). 
В §3 устанавливается, что предложенные в диссертации специальные мето-
ды моментов, коллокации и подобластей оптимальны по порядку среди  всех 
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димости приближенных решений к точному и определение скорости сходимо-
сти; в) установление эффективных оценок погрешности приближенного реше-
ния, учитывающих структурные свойства исходных данных; г) исследование 
устойчивости и обусловленности аппроксимирующих уравнений. 
),()()( }{ jttKTtg
i
stji ≡ )2,1,1( +=−= qjmi j )()()( )2( ICtTy m∈ ),()2( sth m




, , причем  
(по t равномерно относительно s),  и . Тогда при доста-
точно больших приближенные решения, определяемые из (3),(4), сущест-
вуют, единственны и сходятся по норме пространства Х к точному решению 
 УТР (1) со скоростью 
Методика исследований. При выводе и обосновании полученных в диссер-
тации результатов используются теория операторов Нетера, теория приближе-
ния функций, общая теория приближенных методов анализа и методы функцио-
нального анализа. При этом подходы и рассуждения, применяемые в работе, 
основываются на существенном использовании результатов и методики иссле-































Результаты §4 второй главы показывают, что при решении УТР на основе 
классических приближенных методов сходимость приближенных решений дос-
тигается путем ограничения исходных данных жесткими требованиями гладко-
сти. Это означает, что известные методы приводят к «плохой» скорости сходи-
мости (в частности, по сравнению со случаем уравнений второго рода). В этой 
связи в третьей главе строятся и обосновываются специальные прямые методы, 
имеющие преимущество перед классическими методами по улучшению скоро-
сти сходимости приближенных решений. 
В §1 предлагаются  и обосновываются специальные «полиномиальные» ме-
тоды. 
Пусть имеем уравнение (1), в котором исходные данные K и y таковы, что 
выполняются условия (2) и ∈  Конечномерное приближение к  решению 
 ищется в виде агрегата (3), где неизвестные коэффициенты )  yAx 1* −= (nkk cc ≡
)1,0( −= nk jic, ,1,0( −= jmi  )2,1 += qj  согласно обобщенному методу момен-
тов (ОММ) находятся из системы линейных алгебраических уравнений  
),2,1,1,0(0)()(
















Научная новизна. В диссертации изучены свойства основных пространств, 
используемых в исследованиях. Для УТР при общих предположениях относи-
тельно нулей коэффициента построена теория разрешимости в пространстве 
типа  (фредгольмовость, алгоритм отыскания точного решения, достаточные 
условия непрерывной обратимости оператора третьего рода). На базе этих ре-
зультатов дано теоретическое обоснование вычислительных схем на основе ряда 
классических прямых методов, предложены и обоснованы специальные прямые 
методы решения УТР в классе типа . Установлена оптимальность по порядку 
точности построенных «полиномиальных» и «сплайновых» методов решения 
изучаемых уравнений. 
Теоретическая и практическая ценность. Диссертация носит теоретиче-
ский характер. Полученные в ней результаты могут быть применены при даль-
нейшем развитии теории интегральных уравнений в пространствах обобщенных 
функций, а также при решении конкретных прикладных задач, сводящихся к 
решению такого рода уравнений.  
 Апробация работы. Отдельные результаты диссертации сообщались на 
Всероссийских научных конференциях «Математическое моделирование и крае-
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вые задачи» (Самара, 2005, 2006 гг.), на международной Казанской летней шко-
ле - конференции «Теория  функций, ее приложения и смежные вопросы» (Ка-
зань, 2005 г.), на молодежной школе - конференции «Лобачевские чтения - 
2005» (Казань), на итоговых научных конференциях Казанского университета и 
филиала Казанского университета в г. Набережные Челны (2006, 2007). Основ-
ные результаты диссертации в целом докладывались и обсуждались в Набереж-
ночелнинском государственном педагогическом институте на семинаре кафедры 
математического анализа (2006 г., руководитель - профессор Н.С.Габбасов), на 
семинаре кафедр математической физики и вычислительных технологий и моде-
лирования факультета ВМиК МГУ (2006 г., руководители - проф. И.К. Лифанов 
и проф. Е.В. Захаров), на семинаре кафедры теории функций и приближений   
(2007 г., руководитель - проф. Б.Г.Габдулхаев), на совместном заседании кафедр 
математических методов в экономике и математики и информатики филиала 
КГУ в г. Набережные. Челны (2007 г.). 
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Следствие. При выполнении условий теоремы 2.2.1 оператор третьего ро-
да  непрерывно обратим. 
§ 3 содержит постановки задач обоснования и оптимизации прямых проек-
ционных методов решения линейных операторных уравнений и ряд вспомога-
тельных результатов из общей теории приближенных методов. 
В §4 дается обоснование вычислительных схем на основе классических ме-
тодов моментов, коллокации и подобластей для приближенного решения УТР 
(1) в пространстве типа V в смысле общей теории приближенных методов 
функционального анализа, предложенной Б.Г.Габдулхаевым.  
Пусть дано УТР (1), в котором ядро K удовлетворяет условиям (2),  
Приближенное решение уравнения (1) ищется в виде  
Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в 7 рабо-
тах, список которых приведен в конце автореферата. В совместных работах на-
учному руководителю принадлежат постановка задач и определение общего 
метода исследования, соответствующие результаты получены лично диссертан-
том. 
 
)1,0()( −=≡ nkcc nkk jic ,1,0( −= jmi,  где неизвестные коэффициенты )2,1 += qj  
согласно методу моментов находятся из условий: 
Структура и объем работы. Диссертация изложена на 111 страницах ма-
шинописного текста и состоит из введения, трех глав, заключения и списка ли-








где { kT 2/)()(
2/12 −−= tttρ
Yy
 - полная ортонормированная на I по весу  система 
смещенных полиномов Чебышева первого рода. 
СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИОННОЙ РАБОТЫ 
 
Введение включает в себя обоснование актуальности темы исследования, 
обзор работ по теме диссертации и краткое изложение полученных автором ре-
зультатов. 
Для вычислительной схемы (1), (3)-(4) верна следующая  
Теорема 2.4.3. Пусть уравнение (1) однозначно разрешимо в пространстве 
Y при любой правой части ∈ ; а функции  (по t), ),)((),( stKTTsth ts≡
 6 
Первая глава посвящена изучению свойств основных пространств, необхо-
димых в дальнейших исследованиях и построению специальной теории прибли-












,)(),())((,)()1()()()())(( 21 Itгде ∈ ;
  ,, 21
+∈ Rpp ,)1,0(∈jt ;),1( qjNm j =∈  K и y - известные непрерывные функ-
ции, а x - искомый элемент. Устанавливается фредгольмовость оператора A при 
выполнении условий: 
В §1, следуя З.Пресдорфу и В.Б.Дыбину, вводится  класс },;;{ 21 τmppCY ≡
)(ICC
 
точечно «гладких» функций; изучаются некоторые его свойства. В частности, 
доказаны теоремы о вложении банаховых пространств. );( 2};,{ 21 ICK mpp∈ YstKttK ijis ∈),(),,( }{}{ )2(),2,1,1,0( +=−= qjmi j
;Yy∈
 jt ≡ - пространство непрерывных на ]1,0[Пусть ≡I
.Nm
 функций с обычной 
max - нормой и 
даются необходимые и достаточные условия разрешимости неоднородного 
уравнения в виде требований ортогональности правой части всем решениям со-
ответствующего однородного союзного уравнения.  
∈ Через  обозначается класс функций 






Cg∈ )1,0(0 ∈t )( 0}{ tg m
qttt ,...,, 21
jt Nm j ∈
В дальнейшем при обосновании приближенных методов решения оператор-
ных уравнений существенную роль играет непрерывная обратимость соответст-
вующих операторов. В связи с этим в §2 даются достаточные условия  непре-
рывной обратимости оператора третьего рода, определенного соотношением (1), 
и указывается метод отыскания точного решения УТР в пространстве X обоб-
щенных функций. 
Пусть - произвольно фиксированные попарно различные точки ин-
тервала (0,1). Каждой точке  ставится  в соответствие некоторое число  








≡≡ ττ  Теорема 2.2.1. Пусть выполнены следующие условия: 
1) ядро удовлетворяет требованиям (2),  
где 
2) число 1−=λ  не является собственным значением ядра  ;KTt
∑∑j () =k













jiα (P P () }{lji tQ ),2,1,1,0 +=−= qkmlt kk
KRTE −≡ ,KTt
+−− )(1 trQ jim j ,))(,()1(
1
0









2;1* }{ +− qm jα
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),...,,(,),...,,( 2121 qq tttmmmm ≡≡ τ
+∈Rp1 }0;{ 1pC
Cg∈ )0(}{ig
 - конечномерные наборы соответствующих 
величин. Пусть . Через  обозначается пространство функций 
, имеющих правые тейлоровские производные  )][,1( 1pi =




















 в точке 
, причем  в случае  - целая часть) существует конечный предел 
()() }{y l  
где P  R - разрешающий оператор ядра  
   ,  
имеет единственное решение . 
,
 −≡ )()( ttt jji
Класс  вводится аналогично. Наконец, образуется основное  
векторное пространство  
1;0 == jiji
Ι Ι }1;{}0;{},{},;,{ 2121 pCpCmCmppCY ττ ≡≡  
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∏  )2,1( += qj )1,0(∈jt;  









j mmmm )( kk pλλ ≡
  
 
- фундаментальные полиномы Эрмита степени 




jt ,1 22 ≡+ λq ),2,1( =k
))][( pp
 
1(][)( signpp −+−≡λ . 
В §2 рассматривается пространство },;;{ 21 τmppVX ≡
 )(tx
,)()1(. 121 −−−− ijtttt μμ
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.. ),( Xx    ∈  
а - n-й поперечник по Колмогорову множества Q в пространстве .  
Имеет место  
 ),( ℵQdn ℵ
XxТеорема 1.3.5. Для произвольной функции ∈ при любом  сущест-









).()),((),( NnCQTUdXQd nmn ∈=+
)1(),())(())(())(( tytKxtUxtAx
 
Теорема 1.3.6. Для всякого множества справедливо соотношение 
, устанавливаются 
некоторые его свойства, в частности, доказывается, что пространства X и Y яв-
ляются взаимно союзными, а также приводится ряд необходимых определений и 
вспомогательных фактов. 
 
В § 4 рассматривается вопрос о приближении функций из Y при помощи 
специальных линейных «полиномиальных» операторов, приводятся их аппрок-
симативные свойства.  
Обозначим через X семейство обобщенных функций , определенных на 
основном пространстве Y, вида 
Во второй главе излагаются результаты по теории разрешимости уравне-
ний Фредгольма третьего рода с коэффициентом, имеющим на отрезке интегри-
рования конечное множество нулей любого степенного порядка, в пространстве 
типа V. Кроме того, на основе ряда классических прямых проекционных методов 
разрабатываются соответствующие вычислительные схемы и дается их 


















где  произвольные постоянные, а знак 
«F.P.» указывает на конечную часть интеграла по Адамару. 
 ,,, −≡ k pλ
В §3 строятся элементы специальной теории приближения в пространствах 
X и Y. Доказываются аналоги теоремы Вейерштрасса, исследуются вопросы о 
наилучшем «полиномиальном» приближении функций из X и Y, поперечники по 
Колмогорову множеств в X и Y. 
§1 посвящен исследованию разрешимости уравнений третьего рода 
 ≡ + =
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